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間 (Ω, F, P )上で定義され5、増大する Fの部分 s−加法族の系であるフィルトレーション（情報
系）{Ft : t∈ [0,T ]}6に対して時間ごとに Ft 可測、すなわち {Ft : t∈ [0,T ]}に適合的であり、幾何
4 Robert J.Shiller[33]の邦訳『それでも金融は素晴らしい』東洋経済新報社2014 年165頁。
5 確率空間 (Ω, F, P )は、標本空間 Ω ≠f、Ω上の s −加法族 F ⊂ 2Ω={A|A⊂Ω}、確率測度 Pの 3 つの組よりなる。
s −加法族 F とは、次の 3つの条件
(1)Ω∈F , (2) { }( )CA A A Aω ω∀ ∈ ⇒ = ∈Ω ∉ ∈F F ,
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が成立する。A ∈ F ⊂ 2Ωを（可測）事象という。
可測空間 (Ω, F )上の確率測度（集合関数）P :F →[0,1]とは、次の 3つの条件 
(1)∀A∈F, P(A)∈[0,1], (2) P (Ω)=1, 
(3) ( ) ( ) ( )
1 1
,i i j i ii i
A i N A A i j P A P Aφ
∞∞
= =
⎛ ⎞∈ ∈ ∩ = ≠ ⇒ ∪ =⎜ ⎟⎝ ⎠ ∑F :加算加法性
を満たす。A ∈ F ⊂ 2Ωのとき、P(A)=P({w∈Ω|w∈A})を可測事象 Aの確率という。
X : Ω→Rが確率空間 (Ω, F, P )上の確率変数であるとは、X が F −可測であることで、
∀x ∈ R,X −1 ((−∞,x])={w∈Ω|X(w) ≤ x}∈F が成立することである。
March　2016　　板垣有記輔：条件付き請求権のリスク中立的価格評価理論概説
ブラウン運動
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0,  0PdS t S t dt S t dZ t S Sμ σ= + = ( )1	 (1)
に従うものとする7。ここに、ドリフト係数 mは、株式の瞬間的期待収益率、拡散係数 σ  は、株
式の収益率の瞬間的標準偏差で株価のボラティリティ8と呼ばれ、ZP(t)は実世界確率測度 real 
world probability measure P の下で、フィルトレーション {Ft : t∈ [0,T ]}に関して適合的な (各時
[ ]: 0,1 ,XF R→ ( ) ( ]( ) ( ){ }( ) ( )1 ,defXF x P X x P X x x Rω ω−= −∞ = ∈Ω ≤ ∈ を確率空間 (Ω, F, P)上の確率変数 X 
の分布関数という。
確率測度 Pが絶対連続であれば、ラドン＝ニコディムの定理により 
∃非負可積分関数  [ ]( ) ( ) [ ]{ }( ): : , ,Xf R R P X a b P X a bω ω−→ = ∈Ω ∈ =� ( )b Xa f x dx∫ であることが保証される。




が成り立つ。時間を表す変数 t∈[0,∞)によってパラメータづけられた確率変数の族 {X(t,w) (t,w)∈[0,∞)×Ω}を
確率空間 (Ω, F, P )上の確率過程という。X:[0,∞) × Ω → Rにおいて、∀w∈Ω, t  X(t.w)すなわち、t∈[0,∞)の
関数 X(t,w)を、w∈Ωに対する確率過程の見本路といい、∀t∈[0,∞),w  X(t.w)すなわち、w∈Ωの関数 X(t,w)
は確率変数である。
6 ∀s,t∈[0,T ], s≤t ⇒F0 ⊂ Fs ⊂ Ft ⊂ FT ⊂ F⊂ 2Ω   ここに、F0, Fs, Ft, FTは、Fの部分 s −加法族である。
7 幾何ブラウン運動 (1)を初期条件 S(0)  = S0の下で解けば次のようである。伊藤の公式を適用して、
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μ σ σ μ σ σ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − = + − = − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠
両辺を 0から tまで積分すれば、
( ) ( ) ( )2
0 0
1log log 0 ,
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⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞⎜ ⎟⎜ ⎟= − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠123
( )20 1exp 2





ティ確率過程 ( ){ } [ ]0.t Ttσ ∈ が導入されたりしたが、決定打とはなっていない。ボラティリティ sのミススペシ
フィケーションに対するブラック＝ショールズ＝マートン・モデルの頑健性については、N.E.Karoui, 
M.Jeanblanc-P. and Schreve[21]を参照。
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点 t∈[0,T ]で、各投資家にとって {Ft : t∈ [0,T ]} は既知 )、確率空間 (Ω, F ,P )上の 1 次元標準ブ
ラウン運動である9。
つぎに、無リスク資産であるマネー・マーケット・アカウントが存在し、取引期間 [0,T ]10で
その連続複利利子率は既知で一定数 r > 0であるものとする。このマネー・マーケット・アカウ
ントの時点 tの価格 B(t)は、
( ) ( ) ( ), 0 1dB t rB t dt B= = ( )2 (2)
を満たす11。
9  ZP(0) = 0
r < s≦ t < u ⇒ ZP(u) − ZP(t)と ZP(s) −ZP(r)は独立な確率変数：増分の独立性：増分の正規性
0 s t≤ < ⇒ ( ) ( ) ( )( )2~ 0,P PZ t Z s N t s− −  
確率1で見本路 t ZP(t)は連続なしかしいたるところ微分不可能な軌道である。
10 T は、満期を示す。













τ ττ = +∫ ∫ : 積分定数
log B(t) = rt+C,
B(t) = exp{rt+C} = exp{rt} expC, 
ここで、B(0) = exp{r0+C} = expC であるから、
結局
B(t)=B(0)exp{rt}=1exp{rt}.
より一般的に、利子率の取引期間中の時間経路 ( ){ } [ ]0.t Tr t ∈ が既知の場合は、




B t B r dτ τ⎧ ⎫= ⎨ ⎬
⎩ ⎭∫ である。実際、
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⎛ ⎞+⎜ ⎟⎝ ⎠ であるから、連続複
利 (m → ∞)で B0 を運用すると t年後の元利合計は
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14243
である13から、
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⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎜ ⎟= + + + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎜ ⎟⎝ ⎠
( )2 22212
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( )3 (3)
を得る。
3. 条件付き請求権の複製とブラック＝ショールズ = マートンの偏微分方程式の導出
配当支払いの無い株式とマネー・マーケット・アカウントとからなるポートフォリオを構成し
て、条件付き請求権を複製する14。時点 tの株式保有量を x(t)、マネー・マーケット・アカウント
の保有量を y(t)とすると、時点 t の当該ポートフォリオ (x(t), y(t))の価値 G(t)は、










⎜ ⎟⎛ ⎞= + =⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎜ ⎟⎝ ⎠14243
12  f (S(t),t)は、S(t)に関して C 2級、tに関して C1級であると仮定する。
13 次の乗法公式（渡辺 [40]p.29）を用いて計算した。
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )G t S t x t B t y t= + ( )4 (4)
である。このポートフォリオ (x(t), y(t))が、資金自己調達的である15（セルフ・ファイナンシング・
ポートフォリオである）と仮定すれば、ポートフォリオの価値の時間変化は
( ) ( ) ( ) ( ) ( )dG t dS t x t dB t y t= +
であり16、(1), (2)より、
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )PdG t S t dt S t dZ x t rB t dt y tμ σ= + +




( )( ) ( ),f S t t G t= ( )6 (6)
( )( ) ( ),df S t t dG t= ( )7 (7)
が成立するように、ポートフォリオ (x(t), y(t))は構築されなければならないので、(3),(5),(7)より、
dt の係数と dZP(t)の係数とが一致しなければならないので、
( ) ( ) ( ) ( )S t x t rB t y tμ + = ( ) ( )2 22212
f f fS t S t
t S S
μ σ∂ ∂ ∂+ +∂ ∂ ∂ ( )8 (8)
( ) ( )S t x tσ ( )f S t
S





時点 t− dtのポートフォリオが (x(t−dt),y(t−dt ))であったとする。このポートホリオの時点 tでの評価額は、各
資産の時点 tの価格が (S(t),B(t))であるから、S(t)x(t−dt)+B(t)y(t−dt)である。この評価額と資産価格体系






                                         
                                         0
=dS(t)x(t)+dB(t)y(t)
が成立する。
16 したがって、ポートフォリオ (x(t), y(t))が、資金自己調達的であるとき、 
[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0
0, , 0 0 0 0
t t




( )x t ( )( ),f S t t
S
∂= ∂ ( )10 (10)
である18。
(4), (6), (10)より
ff Sx By S By
S





∂⎛ ⎞−⎜ ⎟∂⎝ ⎠= ( )11 (11)
である。
(10), (11)を (8)の左辺に代入すると
ff Sf SS rB
S B
μ






f f fS S t
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μ σ∂ ∂ ∂+ +∂ ∂ ∂
よって、ブラック＝ショールズ＝マートンの偏微分方程式
( )2 22212
f f frS S t rf
t S S




( ) ( ) ( ) ( )PdS t S t dt S t dZ tμ σ= + ( )1 (1)
に従い、無リスクのマネー・マーケット・アカウントの価格 B(t)は、




f f frS S t rf
t S S
σ∂ ∂ ∂+ + =∂ ∂ ∂ ( )12 (12)
と終端条件 f (S(T),T) =	Φ(S(T)) :満期ペイオフ19 (13)




19 ヨーロッパ型条件付き請求権の満期時のペイオフ f (S(T),T)は、原資産の満期時の価格 S(T)とペイオフとを
関連付ける数式 Φ(S(T))によって契約のなかで定められる。
( )( ) ( )( )
( )( ) ( )
( )( ) ( )
( ) ( )
max ,0 : - :
, max ,0 - :
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を満たす。
命題 （ニュメレールに関する不変定理）








⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠  について資金自己調達的であることである。
証明　ポートフォリオ (x(t), y(t))が資産価格体系 (S(t),B(t))について資金自己調達的であると
すると
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0
0 0 0 0
t t
S t x t B t y t S x B y x dS y dBτ τ τ τ+ = + + +∫ ∫
すなわち
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )d S t x t B t y t x t dS t y t dB t+ = +
( ) ( ) ( ) ( ) 0S t dx t B t dy t⇔ + =
が成立する。このとき、
( )
( ) ( ) ( )
( )
( ) ( )
( )
( ) ( ) ( )
( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( )




S t S t S t
d x t y t d x t dx t dy t
B t B t B t
S t S t
d x t S t dx t B t dy t d x t
B t B t B t
⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ ⋅ = + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠14444244443















⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠  について資金自己調達的であるとすると
( )
( ) ( ) ( )
( )






tS t S S
x t y t x y x d
B t B B
ττ τ
⎛ ⎞+ = + + ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠∫
すなわち
( )
( ) ( ) ( )
( )
( ) ( )
S t S t
d x t y t d x t
B t B t
⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠
が成立する。
このとき、ポートフォリオ (x(t), y(t))が資産価格体系 (S(t),B(t))について資金自己調達的であ
ることを示す。
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( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
( )
( ) ( ) ( )
S t x t B t y t S t
d S t x t B t y t d B t d B t x t y t
B t B t
⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ ⎪ ⎪+ = = ⋅ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎪ ⎪⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩ ⎭
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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( ) ( ) ( )
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⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠144424443
( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )
( )
S t S t
x t y t dB t B t x t d
B t B t
⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
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( ) ( )
( )
( )
( ) ( )
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dS t dS t dB tS t S t
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( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )
( ) ( )2
1dB t S tS t x t y t dB t B t x t dS t dB t
B t B t B t
⎛ ⎞= + + −⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠






f f frS S t rf
t S S
σ∂ ∂ ∂+ + =∂ ∂ ∂ ( )12 (12)
と終端条件
f (S(T),T) =Φ(S(T)) :満期ペイオフ (13)
を満たす解を f (S(t),t)とする。このとき、条件付き請求権の価格 f (S(t),t)は、ファインマン＝
カックの確率的表現 20
( )( ) ( ){ } ( )( )( ), exp Q tf S t t r T t E S T= − − Φ F ( )14 (14)
をもち、時点 tにおける条件付き請求権の価格 f (S(t),t)は、確率測度 Qのもと、満期時点 T 
における条件付き請求権のペイオフ Φ(S(T))の条件付期待値 ( )( )( )Q tE S TΦ F  の割引現在価
20 舟木 [13]定理5.16, pp.92-93,長井 [27]定理4.4.3, pp.123-124,谷口・松本 [37] 3.5, pp.108-116.
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値 ( ){ } ( )( )( )exp Q tr T t E S T− − Φ F に等しい。
ここに、S(t)は確率微分方程式




( )( ) ( ) ( )( )2 22 ,12 Q
f S t t
rS t dt S t dZ
S
σ∂+ +∂
( )( ) ( ) ( )
{






f S t t
r S t dt r S t dtdZ S t dZ
S
σ σ
⎛ ⎞∂ ⎜ ⎟+ + +⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠
123 123




( )( ) ( )( ) ( ),, Qf S t trf S t t dt S t dZ
S
σ∂= + ∂
である。終端条件 (13)に留意しながら、両辺を tから T まで積分すると
( )( ) ( )( ) { }






T T s Q
t v t
S T f S t t rdu
f S s s









( )( ) { } ( )( ) { }exp , expT T st t tS T rdu f S t t rduΦ − = + −∫ ∫ ∫ ( )( ) ( ) ( ), Qf S s s S s dZ sS σ∂ ∂
測度 Qのもとで条件付期待値は
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( )( ) { } ( )( )exp ,TQ ttE S T rdu f S t t⎛ ⎞Φ − =⎜ ⎟⎝ ⎠∫ F






f S s s
E rdu S s dZ s
S
σ






















r rQ A dZ ds dPμ μσ σ











⎧ ⎫− −⎪ ⎪⎛ ⎞= − −⎨ ⎬⎜ ⎟⎝ ⎠⎪ ⎪⎩ ⎭∫ ∫
と定義する。この確率測度の変換 P→Qをギルサノフ変換という。このとき、確率測度変換に
ついての Cameron-Martin-丸山 -Girsanovの定理 21より
( ) ( )
0





r < s≦ t<u ⇒ ZQ(u)−ZQ(t)と ZQ(s) −ZQ(r)は独立な確率変数
s t< ⇒ ( ) ( ) ( )( )2~ 0,Q QZ t Z s N t s− −
確率 1 で見本路 t ZQ(t) は連続なしかしいたるところ微分不可能な軌道である。
( ) ( )Q P rdZ t dZ t dtμσ
−= + で定められた Qを実世界確率測度 Pと同値な22マルチンゲール測度
という。
また、シャープ・レーシオすなわち株式のリスク１単位あたりの超過収益率（リスクプレミア
21 V.Girsanov[14],舟木 [13] 5.5, pp.94-98,長井 [27]定理2.6.3, pp.60-62,谷口・松本 [37]定理4.6.2, pp.145-146,
22 可測空間 (Ω, F)上の 2 つの確率測度 P,Qに対して、∀A∈F, P(A)=0 ⇔ Q(A)=0 が成立するとき、Pと Qは同
値という。





 は、リスクの市場価格と呼ばれている。Q −ウイナー過程 Z Q(t)は、
( ) ( )Q rdZ t dZ t dtμσ
−= +  であるから、
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )PdS t rS t dt rS t dt S t dt S t dZ tμ σ= − + +




rrS t dt S t dt dZ tμσ σ
−= + +
14424443
( ) ( ) QrS t dt S t dZσ= +   
である。 証了
命題  dS(t) = rS(t)dt + sS(t)dZQ	 (15)
S(t) = st  
を満たす原資産価格 S(T)の対数変換 logS(T)は、平均 ( ) ( )21log 2S t r T tσ
⎛ ⎞+ − −⎜ ⎟⎝ ⎠ 、分散
( )2T tσ − を持つ正規分布に従い





( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2 22log log1log 2
d S t d S t










dS t dS t
S t S t
 
= −   
 
( ) ( )( )21
2
QQrdt dZ t rdt dZ tσ σ= + − +
( ) ( )
{






rdt dZ t r dt r dtdZ t dZ tσ σ σ
⎛ ⎞
⎜ ⎟= + − + +⎜ ⎟⎝ ⎠14243 14243
( )21
2
Qr dt dZ tσ σ⎛ ⎞= − +⎜ ⎟⎝ ⎠
よって、
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )21log log
2
Q QS T S t r T t Z T Z tσ σ⎛ ⎞= + − − + −⎜ ⎟⎝ ⎠
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である。したがって、
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )21exp 2 Q QS T S t r T t Z T Z tσ σ⎧ ⎫⎛ ⎞= − − + −⎨ ⎬⎜ ⎟⎝ ⎠⎩ ⎭
確率測度 Qのもとで期待値 EQ(logS(T))は




Q Q Q QE S T S t r T t E Z T Z tσ σ⎛ ⎞= + − − + −⎜ ⎟⎝ ⎠ 144424443
( ) ( )21log
2
S t r T tσ⎛ ⎞= + − −⎜ ⎟⎝ ⎠
確率測度 Qのもとで分散 V Q(logS(T))は
( )( ) ( ) ( )( )( )( )2log log logQ Q QV S T E S T E S T= −
( ) ( )( )( ) ( )22 2Q Q Q
T t
E Z T Z t T tσ σ
−
= − = −
14444244443
よって
( ) ( ) ( ) ( )221log ~ log ,2S T N S t r T t T tσ σ⎛ ⎞⎛ ⎞+ − − −⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
 証了
命題 確率測度 Qの下での時点 T の株価 S(T)の平均値は
EQ(S(T)) = S(t)exp{r(T−t)}
であり、分散は
( )( ) ( )( ) ( )( )( )22Q QV S T E S T E S T= −
( ) ( ) ( ) ( ){ }{ }2 2 21exp 2 log exp 12S t r T t T t T tσ σ σ⎧ ⎫⎛ ⎞⎛ ⎞= + − − + − − −⎨ ⎬⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠⎩ ⎭
である。
証明 logS(T)が正規分布に従い、
( ) ( ) ( ) ( )221log ~ log ,2S T N S t r T t T tσ σ⎛ ⎞⎛ ⎞+ − − −⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠ であるので、定義によって
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )21exp 2 Q QS T S t r T t Z T Z tσ σ⎧ ⎫⎛ ⎞= − − + −⎨ ⎬⎜ ⎟⎝ ⎠⎩ ⎭は対数正規分布に従い、
( ) ( ) ( ) ( )221~ log ,2S T LN S t r T t T tσ σ⎛ ⎞⎛ ⎞+ − − −⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠　である。
このとき、S(T)の分布関数は、
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( ) ( )( ) ( )( )log logF x P S T x P S T x= < = <







21 exp , 0
22
x



















u S t r T t
dF x d du
dx dx T tT t
σ
σπσ −∞
⎧ ⎫⎧ ⎫⎛ ⎞⎛ ⎞⎪ ⎪− + − −⎨ ⎬⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭= −⎨ ⎬−− ⎪ ⎪
⎪ ⎪⎩ ⎭
∫








x S t r T t
d x
T t dxT t
σ
σπσ
⎧ ⎫⎧ ⎫⎛ ⎞⎛ ⎞⎪ ⎪− + − −⎨ ⎬⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭= −⎨ ⎬−− ⎪ ⎪
⎪ ⎪⎩ ⎭






21 exp , 0
22
0 , 0
x S t r T t
x




⎧ ⎧ ⎫⎧ ⎫⎛ ⎞⎛ ⎞⎪ ⎪ ⎪− + − −⎨ ⎬⎜ ⎟⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭− >⎪ ⎨ ⎬= −−⎨ ⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭⎪
⎪ ≤⎩
である。
確率測度 Qのもとでの時点 T の株価 S(T)の期待値は
( )( ) ( )
0
Q dF xE S T x dx
dx
∞= ∫














⎧ ⎫⎧ ⎫⎛ ⎞⎛ ⎞⎪ ⎪− + − −⎨ ⎬⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭= −⎨ ⎬−− ⎪ ⎪
⎪ ⎪⎩ ⎭
∫
( ) ( )21log ,
2put
S t r T tα σ⎛ ⎞= + − −⎜ ⎟⎝ ⎠
put






{ }expdx y dy xdy= =
x 0  ∞
y= logx −∞  ∞
であるから























⎧ ⎫−⎪ ⎪= −⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭∫








⎧ ⎫− + +⎪ ⎪= −⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭
∫










⎧ ⎫− + − + +⎪ ⎪= −⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭
∫










⎧ ⎫− + + −⎪ ⎪= − +⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭
∫










⎧ ⎫− + +⎪ ⎪= − +⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭
∫







β α βαβπ β
∞
−∞






βα⎧ ⎫= +⎨ ⎬⎩ ⎭





S t r T t
σσ⎧ ⎫−⎛ ⎞⎪ ⎪= + − − +⎨ ⎬⎜ ⎟⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭
( ) ( ){ }exp log S t r T t= + −
( ) ( ){ }expS t r T t= −
である。このことは、次のようにして示すこともできる。
実際、いま、 ( ) ( ){ }exp QputY t Z tσ=  と置けば、伊藤の公式より
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Q Q Q Q
Q Q
dt
d ddY t Z t dZ t Z t dZ t
dZ t dZ t
σ σ= +
14243
( ){ } ( ) ( ){ }21exp exp ,
2
Q Q QZ t dZ t Z t dtσ σ σ σ= +
すなわち




t tQ Q QY t Y Z s dZ s Z s dsσ σ σ σ= + +∫ ∫ を得る。両辺に Qの下で
の期待値を取れば、




t tQ Q Q Q Q Q QE Y t E Y E Z s dZ s E Z s dsσ σ σ σ= + +∫ ∫
1444442444443
�����������








E Y E Z s dsσ σ
⎛ ⎞
⎜ ⎟= + ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠
∫ 1442443




tQ QE Y E Y s dsσ= + ∫
である。したがって、
( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )







0 exp 0 exp0 1 1
tQ Q Q Q
Q Q Q Q Q
d d dE Y t E Y E Y s ds E Y t
dt dt dt
E Y E Z E E
σ σ
σ
⎧ = + =⎪








Q dE Y t dtE Y t
σ=




Q dE Y t dt CE Y t
σ= +∫ ∫
( )( ) 21log ,
2
QE Y t t Cσ= +
( )( ) 2 21 1exp exp exp ,
2 2
QE Y t t C t Cσ σ⎧ ⎫ ⎧ ⎫= + =⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎩ ⎭ ⎩ ⎭
( )( ) 2
1
10 exp 0 exp exp ,
2
QE Y C Cσ⎧ ⎫= =⎨ ⎬⎩ ⎭142443
よって、 ( )( ) ( )( )2 2
1
1 1exp 0 exp ,
2 2
Q QE Y t t E Y tσ σ⎧ ⎫ ⎧ ⎫= =⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎩ ⎭ ⎩ ⎭14243
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よって、 ( ){ }( ) 21exp exp 2Q PE Z t tσ σ⎧ ⎫= ⎨ ⎬⎩ ⎭
よって、
( )( ) ( )20 1exp 2Q Q QE S t E S r t Z tσ σ
⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞= − +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠
( )20 1exp exp2
Q QE S r t Z tσ σ⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞= −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠
( )( )20 1exp exp2 Q QS r t E Z tσ σ⎛ ⎞⎛ ⎞= −⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
{ } ( ) ( ){ }( )2 20 01 1exp exp exp 0 exp 02 2S r t t S rt S r tσ σ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − = = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
よって、
( )( ) ( ) ( ){ }expQE S T S t r T t= −
を得る。ところで、
( ) ( )2 2
0
Q dF xE S T x dx
dx


































⎧ ⎫−⎪ ⎪= −⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭∫
{ } { }
2
2







































y y y dyα α ββπ β
∞
−∞
⎧ ⎫− + −= −⎨ ⎬⎩ ⎭∫
 季刊　創　価　経　済　論　集　　　　Vol. XLV, No. 1・2・3・4










⎧ ⎫− + +⎪ ⎪= −⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭
∫
( ){ } ( )2 22 2 2
2 2








⎧ ⎫ ⎧ ⎫− + + −⎪ ⎪ ⎪ ⎪= −⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭⎩ ⎭
∫










α β βπ β
∞
−∞




{ }2exp 2 2 .α β= +
であるから、確率測度 Qのもとでの時点 T の株価 S(T)の分散 V(S(T))は、
( )( ) ( ) ( )( )22Q QV S T E S T E S T⎡ ⎤= − ⎡ ⎤⎣ ⎦⎣ ⎦
{ }
22
2exp 2 2 exp
2
βα β α⎧ ⎫⎧ ⎫⎪ ⎪= + − +⎨ ⎨ ⎬⎬⎪ ⎪⎩ ⎭⎩ ⎭
{ } 22exp 2 2 exp 2
2
βα β α⎧ ⎫⎧ ⎫⎪ ⎪= + − +⎨ ⎨ ⎬ ⎬⎪ ⎪⎩ ⎭⎩ ⎭
{ } { }2 2 2exp 2 exp 2α β β α β= + + − +
{ }( )2 2exp 2 exp 1α β β= + −




( )( ) ( ) ( ){ }expQ tE S T S t r T t= −F
であった。これより、




S T S t
E
S t
⎛ ⎞−≈ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠
F  ただし、
( ) ( )
( ) ( ]1,1
Q
t
S T S t
E
S t












⎜ ⎟−≈ ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠
F
また、リスク資産である条件付き請求権の価格について (14)より、






S T f S t t
r T t E
f S t t
⎛ ⎞Φ −− = ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠
F
が、成立したので、











+=−   
 =























S T f S t t
E
f S t t
⎛ ⎞Φ −≈ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠
F ただし、
( )( ) ( )( )






S T f S t t
E
f S t t










S T f S t t
T tr E
f S t t










無リスク資産であるマネー・マーケット・アカウントの価格過程 ( ){ } [ ]0,t TB t ∈ は
( ) ( )dB t rB t dt=
を満たす。
既述したように、確率測度 Qの下で、危険資産である株式の価格過程  ( ){ } [ ]0,t TS t ∈  は
( ) ( ) ( ) QdS t rS t dt S t dZσ= +
を満たし、危険資産である条件付き請求権の価格過程 ( )( ){ } [ ]0,, t Tf S t t ∈  は
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( ) [ ]0,t T
S t
B t ∈






( ) ( )
( )
( )
( ) ( )
S t S t
B t B tS t
d dS t dB t
B t S t B t
⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠= +⎜ ⎟⎜ ⎟ ∂ ∂⎝ ⎠
( )
( )
( ) ( )( )
( )
( )
( ) ( ) ( ) ( )
( )
( )






S t S t S t
B t B t B t
dS t dS t dB t dB t
S t B tS t B t
⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠+ + +⎜ ⎟∂ ∂∂ ∂⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠
( ) ( )
( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )( )
2 2
42 2
1 1 10 +2 2
2
S t S t B t
dS t dB t dS t dS t dB t dB t
B t B t B t B t
⎛ ⎞−= − + ⋅ +⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠
( ) ( )
( )
( ) ( )
( ) ( )
( )
( )





1 S t dS t dB t S tdS t dB t dB t
B t B t B t B t
= − − +
64748
14243
( ) ( ) ( )( )
( )
( ) ( )2
1 Q S trS t dt S t dZ rB t dt
















S T S t S t
dZ












S T S t S t
E E dZ
B T B t B t

















S T S t
E
B T B t




( ) [ ]0,t T
S t
B t ∈




( ) [ ]0,
,
t T
f S t t
B t
∈






( )( ) ( )( )
( )( )
( )





f S t t f S t t
B t B tf S t t
d df S t t dB t
B t B tf S t t
⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠= +⎜ ⎟⎜ ⎟ ∂∂⎝ ⎠
( )( )
( )
( )( ) ( )( )( )
( )( )
( )
( )( ) ( ) ( )( ) ( )
( )( )
( )





1 , 2 ,
2 ,,
f S t t f S t t f S t t
B t B t B t
df S t t df S t t dB t dB t
f S t t B t B tf S t t
⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠+ + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂∂⎜ ⎟
⎜ ⎟⎝ ⎠
( ) ( )( )
( )( )
( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )( ) ( )
( )( ) ( )
( )




df S t t dB t f S t t df S t t dB t dB t
tBtBtB B t
 −
+⋅+−=   
d
( ) ( )( )
( )( )
( ) ( )
( )( ) ( )
( )
( )( )





, , ,1 ,
f S t t df S t t dB t f S t t
df S t t dB t dB t
B t B t B t B t
= − − +
64474448
14243
( ) ( )( )
( )( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( )2
, ,1 , Q
f S t t f S t t
rf S t t dt S t dZ t rB t dt
B t S B t
σ⎛ ⎞∂= + −⎜ ⎟⎜ ⎟∂⎝ ⎠
( )( ) ( )
( )
, Qf S t t S t dZ
S B t
σ ∂= ∂





( )( ) ( )
( )
, , ,T Q
t
f S T T f S t t f S t t S t
dZ
B T B t S B t






( )( ) ( )
( )
0
, , ,TQ Q Q
t tt
f S T T f S t t f S t t S t
E E dZ
B T B t S B t
σ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂= +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠∫144444424444443
F F















f S T T f S t t
E
B T B t




( ) [ ]0,
,
t T
f S t t
B t
∈







行使価格 K 、満期 T なるヨーロピアン・コール・オプションの時点 t現在の価格 c(t)は
( ) ( ) ( )( )( ) ( ){ } ( )( )( )1 2, exp ,c t S t N d S t t r T t K N d S t t= ⋅ − − − ⋅ ( )16  (16)
である28。ここに、N は標準正規分布 N(0,1)の分布関数であり、
( )( ) ( ) ( )21 1 1, log 2
S t
d S t t r T t
KT t
σσ
⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟− ⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠




25 これは、現在時点 tまでの情報 Ft をもとにして、将来時点 T の条件付き請求権の相対価格 
( )( )
( )




26 Black, F. and M. Scholes[5] , Merton, Robert C.[25]




x yN x dyπ−∞
⎧ ⎫= −⎨ ⎬⎩ ⎭∫  ：標準正規分布 ( )( )20, 1N  の分布関数（累積密度関数）で、その確率変数 X 
が xより小さい値をとる確率 Q(X < x)である。
29 行使価格 K、満期 T なるヨーロピアン・コール・オプションの価格 c(t)は、原資産の現在時点 tの価格 S(t),




1 P dS tE
dt S t




( ) ( )( )Q Q
put








Q Q Q Q Q
Z T Z t
E E E Z T Z t
T t T t
ε
⎛ ⎞−⎜ ⎟= = − =⎜ ⎟− −⎝ ⎠ 1444244443
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
2
0
Q Q Q Q
Q Q Q
Z T Z t Z T Z t
V E E
T t T t
ε
⎛ ⎞⎛ ⎞⎜ ⎟⎜ ⎟⎛ ⎞− −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟= −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟− −⎝ ⎠⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
14444244443
( ) ( )( ) ( ) ( )( )2 2Q Q Q QQ QZ T Z t Z T Z tE E
T tT t
⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞− −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟= =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟−−⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
( ) ( )( )( )2
1
Q Q QE Z T Z t T t
T t T t
− −= = =− −
よって、
( )~ 0,1Nε
( ) ( ) ( )21exp
2
S T S t r T t T tσ σ ε⎧ ⎫⎛ ⎞= − − + − ⋅⎨ ⎬⎜ ⎟⎝ ⎠⎩ ⎭
である。
命題（条件付き請求権の価格評価）より、行使価格 K 、満期 T なるヨーロピアン・コール・
オプションの価格 c(t)は
( ) ( ){ } ( )( )( )exp Qc t r T t E S T= − − Φ t
( ){ } ( )( ) )(exp max ,0Qr T t E S T K= − − − t
( ){ } ( ) ( )21 0,pxexampxe
2
Qr T t E S t r T t T t Kσ σ ε




( ){ } ( ) ( ) 221 1exp max exp ,0 exp
2 22
r T t S t r T t T t K dεσ σ ε επ
+∞
−∞
⎛ ⎞ ⎧ ⎫⎧ ⎫⎛ ⎞= − − − − + − ⋅ − −⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎩ ⎭ ⎩ ⎭⎝ ⎠∫
30





r T te S t r T t T t K d
ε
εσ σ ε επ
+∞− − ⎛ ⎞ ⎧ ⎫⎧ ⎫⎛ ⎞− − + − ⋅ − −⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎩ ⎭ ⎩ ⎭⎝ ⎠∫




2 2 21 1
2 2
r T t T tr T t
A B
e S t e e d K e d
ε εσ σ ε
ε ε
ε επ π
⎛ ⎞− − + − ⋅+∞ +∞− −⎜ ⎟− − ⎝ ⎠
⎛ ⎞
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2 2 21 1 1exp exp exp
2 2 22 2 2
N








⎧ ⎫ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫= − = − = −⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎩ ⎭ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭∫ ∫ ∫14444244443
( )0K N ε= ⋅ −
( ) ( )
21log
2






⎛ ⎞⎛ ⎞− − −⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎜ ⎟= ⋅ −⎜ ⎟−⎜ ⎟⎝ ⎠








⎛ ⎞⎛ ⎞+ − −⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎜ ⎟= ⋅ ⎜ ⎟−⎜ ⎟⎝ ⎠












d S t t
d S t t
S t
r T t T tKK N




⎜ ⎟⎛ ⎞⎜ ⎟+ + −⎜ ⎟ −⎜ ⎟⎝ ⎠= ⋅ −⎜ ⎟− −⎜ ⎟




利を放棄しペイオフはゼロになるから、積分も原資産価格が権利行使価格に相当する ε0よりも上の部分 (ε0 < ε)
だけを積分区間とすればよい。 
　
( ) ( )21exp ,
2
S t r T t T t Kσ σ ε⎧ ⎫⎛ ⎞− − + − ⋅ >⎨ ⎬⎜ ⎟⎝ ⎠⎩ ⎭  
　
( ) ( )
21exp ,
2
Kr T t T t
S t
σ σ ε⎧ ⎫⎛ ⎞− − + − ⋅ >⎨ ⎬⎜ ⎟⎝ ⎠⎩ ⎭  
　
( ) ( )
21 log ,
2
Kr T t T t
S t
σ σ ε⎛ ⎞− − + − ⋅ >⎜ ⎟⎝ ⎠  
　
( ) ( )
21log ,
2
KT t r T t
S t
σ ε σ⎛ ⎞− ⋅ > − − −⎜ ⎟⎝ ⎠  
　
( ) ( )
21log
2





⎛ ⎞− − −⎜ ⎟⎝ ⎠> −  
であるから 
　











⎛ ⎞− − −⎜ ⎟⎝ ⎠= −    
と置けば ε > ε0
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( )( )( )2 , .K N d S t t= ⋅





A S t r T t T t d
ε
εσ σ ε επ
+∞ ⎧ ⎫⎧ ⎫⎛ ⎞= − − + − ⋅ −⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎜ ⎟⎝ ⎠⎩ ⎭ ⎩ ⎭∫







S t r T t
T t d
ε
σ εσ ε επ
+∞
⎧ ⎫⎛ ⎞− −⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎧ ⎫⎝ ⎠⎩ ⎭= − ⋅ −⎨ ⎬⎩ ⎭∫











ε σ ε επ
+∞
⎧ ⎫⎛ ⎞− −⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎧ ⎫⎝ ⎠⎩ ⎭= − − − ⋅⎨ ⎬⎩ ⎭∫







S t r T t
T t T t d
ε
σ
ε σ σ επ
+∞
⎧ ⎫⎛ ⎞− −⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎧ ⎫⎝ ⎠⎩ ⎭= − − − − −⎨ ⎬⎩ ⎭∫





2 1 1exp exp
2 22
S t r T t
T t T t d
ε
σ
ε σ σ επ
+∞
⎧ ⎫⎛ ⎞− −⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎝ ⎠⎩ ⎭= − − − −⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎩ ⎭ ⎩ ⎭∫













⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎧ ⎫− − −⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎧ ⎫⎝ ⎠ ⎩ ⎭⎩ ⎭= − − −⎨ ⎬⎩ ⎭∫








+∞− ⎧ ⎫= − − −⎨ ⎬⎩ ⎭∫














⎛ ⎞−⎜ ⎟⎝ ⎠
⎧ ⎫= − − − −⎨ ⎬⎩ ⎭∫1444444244444443














⎛ ⎞⎜ ⎟⎝ ⎠
⎧ ⎫′ ′= − −⎨ ⎬⎩ ⎭∫ 144424443















⎧ ⎫′ ′= − −⎨ ⎬⎩ ⎭∫144444424444443
( ) ( ){ } ( )0expS t r T t N T tε σ= − ⋅ − + −




K r T t
S t




⎛ ⎞⎛ ⎞− − −⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎜ ⎟= − ⋅ − + −⎜ ⎟−⎜ ⎟⎝ ⎠
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( ) ( ){ }
( ) ( ) ( )2 21log
2exp
S t
r T t T t




⎛ ⎞⎛ ⎞+ − − + −⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎜ ⎟= − ⋅ ⎜ ⎟−⎜ ⎟⎝ ⎠
( ) ( ){ }






d S t t
S t
r T t




⎛ ⎞⎛ ⎞+ + −⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎜ ⎟= − ⋅ ⎜ ⎟−⎜ ⎟⎝ ⎠
1444442444443
( ) ( ){ } ( )( )( )1exp , .S t r T t N d S t t= − ⋅
よって、
( ) ( ){ }{ } ( ){ }exp expc t r T t A r T t B= − − − − −
( ){ } ( ) ( ){ } ( )( )( )1exp exp ,r T t S t r T t N d S t t= − − ⋅ ⋅ − ⋅
( ){ } ( )( )( )2exp ,r T t K N d S t t− − − ⋅




オプションの現在時点 tの価格とする。この２つのオプションは共に同じ満期日 T 、同じ権利行
使価格 K を持ち、現在時点 tの株価が S(t)である同じ株式を原資産としている。満期日 T のこ
の株価を S(T)、額面1 円・満期 T の割引債の現在時点 t の価格を exp{r(T−t)}、連続複利運用さ








証明  つぎのような 2つのポートフォリオ A, B を考える。





満期日 T の 
キャッシュ・フロー  
S(T) ≦ K
満期日 T の 
キャッシュ・フロー  
K ＜ S(T )
コールの買い 1 枚 -c(t) 0 S(T)－ K
プット売り 1 枚 p(t) S(T)-K( ≤	0) 0
割引債の買い K 枚 -K・e－ r(T－ t) K・e－ r(T－ t)er(T－ t)=K K・e－ r(T－ t)er(T－ t)=K
ネット・キャッ
シュ・フロー -(c(t)-p(t)+K・e
r(T－ t)) S(T ) S(T)





満期日 T の 
キャッシュ・フロー 
(S(T))≦ K
満期日 T の 
キャッシュ・フロー 
K ＜ S(T)
株式の買い  1 株 － (S(t)) S(T) S(T)
ネット・キャッ
シュ・フロー － (S(t)) S(T) S(T)
この２つのポートフォリオの満期 T のネット・キャッシュ・フローはともに S(T)で等しく、
しかも途中の期間 (t,T )には一切資金の流出入はない。したがって、無裁定の条件のもとでは、
２つのポートフォリオの現在時点 tのキャッシュ・フローは等しくなければならないので、
( ) ( ) ( ){ }expc t p t K r T t− + ⋅ − − = ( )S t
が成立する。  証了
別証
( ) ( ) ( ){ } ( )exp max ,0Q tc t p t r T t E S T K⎡ ⎤− = − − −⎡ ⎤⎣ ⎦⎣ ⎦F
( ){ } ( )exp max ,0Q tr T t E K S T⎡ ⎤− − − −⎡ ⎤⎣ ⎦⎣ ⎦F
( ){ } ( ) ( )exp max ,0 max ,0Q tr T t E S T K K S T⎡ ⎤= − − − − −⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦F
( ){ } ( )exp Q tr T t E S T K= − − ⎡ − ⎤⎣ ⎦F
( ){ } ( ) ( ){ }exp expQ tr T t E S T r T t K= − − ⎡ ⎤ − − −⎣ ⎦F
{ } { }
( )
( ) ( ){ }
1
exp exp expQ t
B T
rt E rT S T r T t K
⎡ ⎤
⎢ ⎥




{ } ( )( )
( )
( )




rt E r T t K
B T
⎡ ⎤= − − −⎢ ⎥
⎣ ⎦1442443
F
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確率測度 Qの下で、株式の相対価格過程 
( )
( ) [ ]0,t T
S t
B t ∈
⎧ ⎫⎪ ⎪⎨ ⎬⎪ ⎪⎩ ⎭
はマルチンゲールであるから、








rt r T t K
B t
= − − −
( ) ( ){ }expS t r T t K= − − −
 証了
命題（ヨーロピアン・プット・オプション 32 の価格に関するブラック＝ショールズの公式）
行使価格 K 、満期 Tなるヨーロピアン・プット・オプションの時点 t現在の価格 p(t)は
( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )( )2 1, ,r T tp t e K N d S t t S t N d S t t− −= ⋅ − − ⋅ −
である。ここに、N は標準正規分布 N(0,1)の分布関数であり、
( )( ) ( ) ( )21 1 1, log 2
S t
d S t t r T t
KT t
σσ
⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟− ⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠





( ) ( ) ( )( )( ) ( ){ } ( )( )( )1 2, exp ,c t S t N d S t t r T t K N d S t t= ⋅ − − − ⋅ ( )16 (16)
とプット・コール・パリティ
( ) ( ) ( ){ } ( )expc t p t K r T t S t− + − − = ( )17 (17)
とから、ヨーロピアン・プット・オプションの時点 t現在の価格 p(t)は、
( ) ( ) ( ){ } ( )expp t c t K r T t S t= + − − −
( ) ( )( )( ) ( ){ } ( )( )( )1 2, exp ,S t N d S t t r T t K N d S t t= ⋅ − − − ⋅ ( ) ( )r T tKe S t− −+ −
( ) ( )( )( )( )1 , 1S t N d S t t= − ( ){ } ( )( )( )( )2exp , 1r T t K N d S t t− − − ⋅ −
( ){ } ( )( )( )( ) ( ) ( )( )( )( )2 1exp 1 , 1 ,r T t K N d S t t S t N d S t t= − − ⋅ − − −
( ){ } ( )( )( )2exp ,r T t K N d S t t= − − ⋅ − ( ) ( )( )( )1 ,S t N d S t t− −
 証了
32満期 T に、原資産を行使価格 K で売却する権利をオプションの買い手に与える
33 行使価格 K 、満期 T なるヨーロピアン・コール・オプションの時点 t現在の価格 p(t)は、原資産の現在時点
tの価格 S(t),行使価格 K,満期 T,安全利子率 r,および原資産価格のボラティリテイー s の 5つのパラメーター
に依存してきまる。原資産の瞬間的期待収益率 mには依存しないことに注意しよう。
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命題 ( フォワード価格 K の決定 )
原資産の時点現在 tの価格 S(t),満期 T,無リスク利子率 rとすると、フォワード価格 34  F(t,T )は、




( )( ) ( ){ } ( )( )( ), exp Qf S t t r T t E S T= − − Φ t  (14)
であったから、
先渡し契約の価値 f (S(t),t)の確率的表現は、
( )( ) ( ){ } ( )( ), exp Qf S t t r T t E S T K= − − − t
である。一方、先渡し契約の成約時点 tの価値 f (S(t),t)は
( )( ), 0f S t t =
であるから35、
( ){ } ( )( )0 exp Qr T t E S T K= − − − t
r T t E S T r T t K= − − ⋅ − − − ⋅( ){ } ( )( )




S t r T t−

t
( ){ } ( ) ( ){ } ( ){ }exp exp expr T t S t r T t r T t K= − − − − − − ⋅
( ) ( ){ }expS t r T t K= − − − ⋅
よって、フォワード価格 K は、
( ) ( ){ }expK S t r T t= −
K は、時点 tに成約する満期 T の先渡し契約についての受渡価格であるから、
( ),
put
F t T K=
と置くと
( ) ( ) ( ){ }, expF t T S t r T t= −
が成立する。
 証了
34 フォワード価格とは、満期日 T に原資産の受け渡しを現在時点 tで契約する際の受渡価格である。
35 先渡し契約は契約時点 tで資金の授受を伴わない取引であるから、Kは、契約時点 tにおいて先渡し契約の
価値 f (S(t),t)がゼロとなるように決められる。
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